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Аннотация. Выполнено компьютерное моделирование теромо-

упругопластического состояния цилиндрической трубы с 

тепловыделяющим внутренним элементом. Расчеты выполнены в 

рамках теории малых упругопластических деформаций для гладких 

функций пластичности. Учитывается упругая и пластическая 

сжимаемость. Результаты вычислений представлены в виде графиков 

напряжений, деформаций и перемещений. 

Ключевые слова: нелинейное условие пластичности, 

ассоциированный закон пластического деформирования, 

температурная зависимость параметров материала, теория малых 

деформаций, сжимаемое упругопластическое тело. 

Введение 

В последние годы существенно возрос интерес к решению 

термоупругопластичесих задач, что обусловлено существенным 

влиянием температуры на процесс выполнения ряда технологических 

операций. В большинстве научных статей учитывается температурная 

зависимость только некоторых параметров материалов, например, 

предела пластичности [1-9].  

Учет температурной зависимости упругих параметров материала 

[10,11], а также выбор нелинейных функций пластичности [12], в 

основном, требует численного решения задач.  

1. Постановка задачи  

Рассматривается составной цилиндр, состоящий из внутреннего 

цилиндра радиуса a  и внешнего радиусов , ( )a b b a . Внутренний 

цилиндр нагрет до температуры a
T . На границе b   поддерживается 

постоянная температура b
T  и задано давление b

p . Оба цилиндра имеют 

одинаковые термомеханические свойства. Необходимо найти поля 

напряжений, деформаций и перемещений. Для решения задачи 
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выбирается цилиндрическая система координат , , z  , ось z  которой 

направлена по оси симметрии цилиндра. На границе b   

| ,

| .

b b

b b

p

T T

 








 


 

Все параметры материала зависят от температуры 

( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )E E T T k k T T T           

Принимаются теория малых деформаций и гипотеза естественного 

состояния. Рассматривается случай плоского деформированного 

состояния. Для определенности рассматривается следующая 

аппроксимация параметров материала 
2 2

0 0 0

0 0

(1 ) , (1 ) , (1 ) ,

(1 ) , (1 ) .

E E E T T k k k T

T T

     

       

        

     

 

2. Безразмерные величины 

Все величины приводятся к безразмерному виду. В качестве 

характерного масштаба напряжений принимается значение предела 

пластичности на одноосное растяжение. За масштаб длины выбирается 

значение внешнего радиуса трубы. Масштабная единица измерения 

температуры равна 1°С. Для малых деформации определяются 

величины  , где   безразмерный модуль Юнга. Для удобочитаемости 

формул все безразмерные и размерные величины имеют одинаковые 

обозначения. 

3. Поле температур 

Для рассматриваемых граничных условий стационарное поле 

температур определяется из решения уравнения 

0
d d T

d d
 

 

 
 

 

 (1) 

При выборе линейной зависимости коэффициента температурного 

расширения от температуры уравнение имеет аналитическое решение. 

Поскольку уравнение (1) имеет не единственное решение, то нужное 

решение выбираем с учетом заданных граничных условий 

 1 2

, 0

1 1 2 ln ( ) 2

, .

a
T b

T С С

a b



  


 

 


    

 


 

где 
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Если коэффициент температурного расширения co n s t  , то 

, 0

ln ( / ) ln ( / )
, .

ln ( / )

a
T b

T T a b T b a
T a b

a b



 


 


 

  



 

4. Основные соотношения 

Для рассматриваемой осесимметричной задачи уравнение 

равновесия запишем в виде 

0 .

d

d



 


  


    (2) 

В случае плоского деформированного состояния соотношения 

Коши, определяющие деформации через перемещения, имеют вид 

, , 0 .
z

d u u

ε ε ε
d

 

 
 

    (3) 

Перемещения удовлетворяют условию совместности деформаций 

0 .
d

d



 


  


    (4) 

Если учитывается тепловое воздействие, то упругие деформации 

связаны с напряжениями линейными соотношениями Дюамеля-Неймана  

( ) ,

( ) ,

( ) ,

e

z

e

z

e

z z

E E T

E E T

E E T

  

  

 

     

     

     

   

   

   

 (5) 

Если изначально в упругой области необратимых деформаций нет, 

то упругие деформации являются полными и, в случае плоской 

деформации, 

0
e

z
   (6) 

Из третьего равенства (5), учитывая (6), следует, что 

( )
z

E T        . 



 

4 

5. В области с однородным полем температур 

Если область 0 a   находится в упругом состоянии, то из 

уравнения равновесия (3) следует, что  
2 2

0 0 0 0
(1 ) , (1 ) , (1 ) , (1 ) .

E k
E E T T T k k T                 (7) 

где 
a

p  – давление на границе a  . Из соотношений Дюамеля-

Неймана, учитывая (2) и (7). получаем  
2 2

0 0 0 0
(1 ) , (1 ) , (1 ) , (1 ) .

E k
E E T T T k k T                 (8) 

6. Упругая область 

Подставив деформаций из соотношений закона Дюамеля-Неймана 

(6) в условия совместности деформаций (3) и, учитывая уравнение 

равновесия (2), получим дифференциальное уравнение второго порядка 

относительно радиальной компоненты тензора напряжений 

2

1 2 32
0

d d

S S S
dd

 



 




     (9) 

где 
2

1 2 2

3 1
,

1

d
S

d



  

 



    
2 2

1 4
,
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d
S

d

 

 






 

3 2

1

(1 )(1 )

E T d d E T
S

d d

  

    

 


. 

В упругой области определение всех компонентов напряжений, 

деформаций и перемещений связано с решением системы (2) – (5), (7) – 

(9). 

7. Эквивалентное напряжение 

Для оценки напряженного состояния в упругом теле вводится 

эквивалентное напряжение. При изменении значения внешних 

параметров (параметров нагрузки), характеризующих внешнее 

воздействие на рассматриваемый объект, задание эквивалентного 

напряжения, позволяет рассматривать процесс нагружения, 

нейтрального нагружения и разгрузки в каждой точке упругой области.  

Для упругопластического тела в качестве эквивалентного 

напряжения в упругой области естественно выбрать функцию 

пластичности. 

8. Условие пластичности 

Предлагаемый алгоритм решения задачи допускает выбор любого 

условия пластичности идеального упругопластического тела. Для 
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определенности, в качестве примера рассматривается однородная 

функция пластичности: 

 
1

2 2 2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

2

n n n n
z z z

F k
              



       

 


 

9. Пластическая область 

В пластической области деформации определяются суммой 

упругой и пластической составляющих 

, , .
pe p e e p

z z z     
               (10) 

Упругие деформации определяются через напряжения согласно 

закону Дюамеля-Неймана (5). 

Согласно ассоциированному закону пластического 

деформирования [8] пластические деформации связаны соотношениями 

/
,

/

/
,

/

p p

z

z

p p

z

z

F

F

F

F










 




 



 


 

 


 

 (11) 

Из равенства 0
e p

z z z
      и соотношений закона Дюамеля-

Неймана следует, что  

( )
p

z z
E T           . 

Когда область 0 a   находится в пластическом состоянии, то 

также выполняется равенство (7), а осевое напряжение находится из 

условия пластичности 

( , , ) 0 ( , )
z z a

F f p T a       . 

Перемещения определяются по формуле 

u    (12) 

Радиус упругопластической границы можно определять, 

рассматривая разные варианты непрерывности искомых величин на 

упругопластической границе. 

Приведенные соотношения с учетом выбранных граничных 

условий и условий непрерывности напряжений и перемещений на 

упругопластической границе позволяют получить численное решение 

задачи. Можно рассматривать разные алгоритмы решения задачи, но 

выбор конкретного не является принципиальным моментом численного 

решения задачи. 
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10. Алгоритм решения задачи 

В центре цилиндра из условия симметрии следует, что 

0 0
| |    

 
 . 

На границе a   давление 
a

p  – неизвестная величина, которая 

определяется в ходе решения задачи из условия непрерывности 

радиального напряжения.  

Если в области 0 a   и в области a b   все параметры 

материала имеют одинаковые значения, то будут выполняться условия 

непрерывности всех компонентов тензоров напряжений, деформаций и 

вектора перемещений на границе a   

[ ] | [ ] | [ ] | 0 ,

[ ] | [ ] | [ ] | 0 ,

[ ] | 0 .

a a z a

a a z a

a
u

    

    

 

  

  

  

  



  

  



 (13) 

В случае, когда в указанных областях параметры материала 

принимают разные значения будут выполняться только следующие 

условия 

[ ] | [ ] | [ ] | 0 .
a a a

u      
  

    (14) 

Для некоторых частных случаях, например, когда параметры 

материала не зависят от радиальной координаты, температура 

нагревателя 0a
T T , при которой область 0 a   переходит в 

пластическое состояние определяется аналитически из условия 

пластичности. В общем случае значение 0
T  определяется численно. При 

выполнении условия 0a
T T  область 0 a   переходит в 

пластическое состояния, а область с b   остается в упругом 

состоянии.  

Решение уравнения (9) для радиального напряжения находится 

численно. На упругопластической границе, радиус которой 

определяется в ходе решения задачи, должно выполняться условие для 

эквивалентного напряжения | 1
e q c


 . Когда на границе b   задано 

давление, то |
b b

p 


  . Остальные искомые величины в упругой 

области вычисляются по приведенным выше соотношениям. 

В области пластического состояния искомые величины 

определяются из решения системы уравнений, которая включает 

уравнение равновесия (2), условие пластичности 0F  , соотношения 

ассоциированного закона деформирования (8), условия совместности 
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деформаций (4), соотношения Дюамеля-Неймана для упругих 

деформаций (5), соотношения связи полных упругих и пластических 

деформаций (10) и выполняемых условий непрерывности (13) или (14) 

на упругопластической границе и на границе a  . 

11. Результаты численного решения задачи 

На рисунке показаны графики напряжений, пластических 

деформаций и перемещений для разных значений параметров материала 

и температуры. В расчетах принималось, что 
0

5 1 7 .5 ,E   

 

              a                   b 

a) компоненты тензора напряжений, b) компоненты тензора 

пластических деформаций и радиальных перемещений 

Рисунок. Графики 

12. Принятые обозначения  

0 ρ θ z  – цилиндрическая система координат, 

b  – внешний радиус цилиндра,  

a  – внешний радиус цилиндра, 

E  – модуль Юнга, 

  – коэффициент Пуассона, 

  – коэффициент линейного теплового расширения, 

  – коэффициент температуропроводности, 

k  – предел пластичности, 

T  – температура, 

,
a a

p T  – давление и температура на границе a  ,  

,
b b

p T  – давление и температура на границе b  ,  
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, , ,
z     – компоненты тензора напряжений, 

, , ,
z     – компоненты тензора деформаций,  

, , ,
pp p

z 
    – компоненты тензора пластических деформаций, 

u  – радиальная компонента вектора перемещений. 

Заключение 

Предложенный алгоритм решения задачи позволяет выполнять 

расчеты при выборе любых функций и любой аппроксимации 

параметров материала, когда учитывается их зависимость от 

температуры. 
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